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Abstract 
This paper deals with th巴 estimationmethod of internal and external damping coefficients of flexible 
beams made of stainless stel and phosphor bronze. In the equation of motion of the beam， it is assumed 
that the intemal damping forc巴isproportional to the strain rate in bending vibration of the beam and that 
the external damping force is proportional to the velocity of bending displacement and the area of the 
surface rectangular to the vel田 ityof the beam. The intemal and external damping coefficients are 
calculated by use of the solution of the equation of motion for transvers巴freevibration of the beam in 
consideration of above two damping effects and the wave-form of damp巴dvibration obtained 
experimentally. Th巴 approximationby the method of least squares is applied in order to determine 
precisely the env巳lop巴ofdamped vibration. As a result， the eft巴ctivenessof this method is confirmed. 
Keywords : Flexible b巴am，Free vibration， Internal damping coefficient， External damping coefficient 
1 緒言
近年，産業界において振動対策が課題となって
おり，その中でも構造材自体の制振効果を高める
研究が進められている.材料の制振特性を評価す
る方法は日本工業規格(以下JIS)(1)で規定されて
おり，この規格では，両端支持梁及び片持ち梁の
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曲げ振動に対する振動減衰特性の試験法を規定し
ている.しかし，材料の減衰特性を評価する場合，
試験片のみの減衰特性を評価しなければならない
が，実際には空気等の外部流体による減衰も加わ
るため，材料自体の正確な評価が困難である.JIS 
では外部流体の影響については一切規定されてお
らず，振動減衰に及ぼす外部流体の制振効果がど
の程度寄与しているのかを評価することが困難で
ある.
例えば，宇宙環境では，外部流体が存在しない
ため，流体による減衰効果を期待することができ
ない.従って，振動が発生した場合，地球上より
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も持続時聞が長くなる.そのような環境の中で活
動するロボットアーム等は正確な位置決め制御が
困難になり，作業に支障をきたす恐れがある.
そこで本研究では，片持ち梁を自由振動させ，
振動波形より対数減衰率を算出し，材料固有の減
表(内部減衰)と外部流体による減表(外部減表)
を分離して評価する方法を検討する.
2 理論解析
2.1 片持ち梁の曲げ振動の運動方程式
Fig.lに長さ Iの片持ち梁について，固定端から
Xの位置における微小要素の力の釣り合いを示す.
ここで，幅 b，厚さ h，時刻 t，縦弾性係数E，断
面二次モーメント!，断面積A，密度ρ，外部減衰
係数 Cl> 内部減衰係数 C2とする.振動は梁の長さ
方向に直角なy方向に発生し，曲げ剛性E!は梁の
任意の断面について一様で、あり，梁には外力が作
用していないと仮定する.梁の曲げに対する弾性
と内部減衰にはフォークトモデルを適用する (1
ベルヌーイ・オイラーの仮定に基づき，外部・内部
減表を考慮した曲げ振動の運動方程式は以下のよ
うに導かれる.
d2y. dy. _ T d5y . T.'Td4y pA :< +Cjー +C2!一一τ+E/:~ = 0 (1) dt" . dt - ðtðx~ ðx~ 
ここで，境界条件は一端国定，他端自由の片持
ち梁とし，初期条件は自由端において，時刻 t=0 
で変位Y=Yo，速度δJ1at=oとする.このときの
式 (1)の一般解は次式となる.
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x俳句)sin(布石+やi) (2) 
ここで，
c(x，sJ とか，s;)=
sinhsJ .cos sJ -cosh sJ 'sin sJ 
(3) 
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F i g.1 Forces acting on a beam element 
の，s;)= (co叫 J+ cos sJXsinhsix -sin siX) 
もーinhsJ+ sin sJ)(cosh siX一COSsiX)
(4) 
tan <1>， = ぷ戸IZ
~(主ード)
λi =~(主十~)
式(2)において叫は i次の固有角振動数であり，
ωi = f-!s; 
(5) 
(6) 
σ) 
ここで， βzは片持ち梁の振動数方程式 (8)の根
である式 (9)のβ;lから得られる(3)• 
l+cosh sJ 'cossJ = 0 
βil= 1.875， 4.694， 7.855， 
(i=1，2，3・・・)
(8) 
(9) 
式 (2)の各次数における振幅を比較すれば2次
の場合でも 1次モードの振幅に比べ約 1/200とな
るので 2次以降のモードを無視し， 1次モードの
みの式で近似すると次式を得る.
Y(X，t)誼 :Y;e-λ刈
ここで，Ylは次式で表される.
(10) 
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2.2 減衰係数の導出方法
対数減表率δは Fig.2に示すような減表曲線に
おいて，k番目とk+1番目の 2つの振動握幅の
極大値YicとYk+lを用いて次式で定義される.
o=lnA 
Yk+l 
(12) 
また，k番目の極大値における時刻を t=tk>周期
むとすると，以下のような関係が得られる.
Yk(X，tk)=li exp(ーλみ) (13) 
Yk+l (X，tk+J富町e却{-^l{tk +九月 (14) 
これらを式 (12)に代入し整理すると，
δ=λl乙 (15) 
式 (15)に式 (6)を代入すると，
δ=%(孟十f (16) 
式 (16)に式 (7)， (9)を代入すると，
6誼i(会+(竿)4長)乙 (17) 
y 
T d 
F i g.2 Damped vibration and envelope of peak 
values of the amplitude 
式 (17)より外部減衰係数 Cl，内部減表係数 C2
を算出するには，未知数が 2つであるから梁の長
さを 11，1'2と変イじさせ，連立方程式を Cl，C2につい
て解けば，次の2式を得る.
2pA (O1 ，4δ2 ，4) 
Cl=一一一一:-'1-一~'2 I 
-1 114 -1: t Td1 -1 Td2 -7. J (18) 
C内 2 pA 1141: (O，ム}ー=帽・E・E・-圃園・・・・・-圃・・・ーー ーー幽面ーー -，-ーー ---_-_， 
z 1.8754 1 1: -14 t乙1乙2J (19) 
2.3 実測値の減衰能
実測された振動波形から対数減衰率δを求める
場合，測定誤差や外乱等によりばらつきを生じる.
さらに，実在する材料の対数減表率δは時間経過
と共に変動がある.そこで，波形全体の特性を反
映した値とするために，実測した極大値の包絡線
を以下のような式で近似する.
y(x，t) = liexp(ーλd (20) 
ここで，実測した振動波形の極大値を最も良く
近似するんの決定には最小自乗法を適用する.
近似式から減衰に関する指数λ1を得ることに
よって，式 (15)， (18) ， (19)の関係から外部減
表係数 Cl>内部減表係数 C2を次のように求めるこ
とができる.
2pA (~ ，4 ~ ，4¥ 
q=→→Uλ114 -^121i) 11~ -1;、日&日， (21) 
cz=iτEUL(λ11 -1.12) 1.875~ 1 1;ーだ (22) 
3 実験装置及び実験方法
Fig.3に実験装置の概略を示す.本装置では，試
験片の一端を梁の幅及び厚さの溝をつけた金属ブ
ロックで挟み，ボルトで固定して片持ち梁とする.
梁の自由端にマイクロメータヘツ、ドと連動したス
トッパで初期変位を与え，電磁石で固定する.電
磁力を開放することでストッパが外れ，試験片を
自由振動させる.振動振幅はレーザ変位計を用い
? ?っ ??
?
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Fig，3 Experimental setup 
Table.1 Dimensions and values of physical properties 
ofbeams 
Material Stainless steel Phosphor bronze 
Length 1 (mm) 130 140 150 160 170 
Width b (mm) 10 15 20 
Thickness h (mm) 1 
Densityρ(kg/m3) 7930 8800 
Young's modulus 
197 98 
E (GPa) 
て非接触で測定する.
Table.1に実験で使用する梁の寸法及び物性値を
示す.実験で使用する梁の材質には，ステンレス
鋼と燐青銅を用いる.また，梁の厚さ h=1mm，
幅b=10，15， 20mmの3種類を使用する.
内部及び外部減衰係数を算出するため，各幅の
梁について梁の長さ lを130，140，150，160，17臼nm
と変化させて減衰自由振動を測定し，互いに異な
る長さの全ての組み合わせから減衰係数を算出し，
それらの平均値を求める.ここで，梁の初期変位
は梁材料の弾性域を確実にするため，1mmとする.
4 実験結果及び考察
Fig.4に実測例として，ステンレス鋼(1=130皿，
b二10皿，h二1.0皿)の振動波形を示す.また，Fig. 5 
には振動波形の極大値を最小自乗法により式 (20)
で近似した包絡線を示す.図中には近似した包絡
線の Yl'λと相関係数 Ir Iを示す.
この近似で、はy>Oの極大値とy<Oの極小値の2
通りを示しているが，いずれも十分な近似を得て
いる.このようにして得られたλを用いて計算し
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Fig.4 Experimental example of damp巴dvibration 
(Stainless stel: 1=130mm， b=10mm， h=lmm) 
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Fig.5 Env巴lop巴obtainedby approximation of damped vi-
bration (Stainless stel: 1=130mm， b=10mm， h=lmm) 
た外部減衰係数 Clと内部減表係数 C2をそれぞれ
Fig.6とFig.7に示す.
Fig.6より，いずれの材料も外部減衰係数 Clは
梁の幅 bが大きくなると共に増加する傾向を示し
ている.しかし，材料によって Clの増加傾向には
違いが見られる.これは材料の縦弾性係数 Eと密
度ρの差異によって固有角振動数が異なるため，
振動速度に違いが生じ，その結果，仮定している
速度比例型の外部減哀が厳密には成立しないこと
によるものと考えられる.
Fig.7より，内部減衰係数 C2は梁の幅による違
いは見られないが，燐青銅の方が大きな値を示す.
ここで減衰に寄与する外部減衰と内部減表の大
小関係について検討する.減表に関与する指数λ1
は式(17)より外部減衰に関わる指数λaと内部減
衰に関わるλbの和として次式で表される.
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Fig.7 Internal damping ∞efficient 
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Fig.8 Comparison between external and internal 
damping effect 
λ1 =λa+λ (23) 
ここで，
A.ー=三L
“ 2pk λb =若(竿) (24) 
式 (24)から分かるようにλhは梁の長さ lに依
存する.そこで， Fig.8にλaとλbの効果に及ぼす
梁の長さ lの影響を示す.いずれの材料による梁
も，梁の長さ Iが大きくなると内部減衰の効果は
急速に減少する.さらに，減衰に占める外部減表
と内部減衰の効果は材料によって異なることが分
かる.
5 結言
梁の曲げ振動における内部減衰と外部減表の分
離評価の方法を提案し， 2種類の金属材料にこの
方法を適用して検討を行った結果，以下のことが
明らかにされた.
(1)外部減表係数 Clは梁の幅が大きくなると共に
比例的に増加する傾向を示す.
(2)内部減衰係数 C2は梁の帽によらず，材料によ
る差異が大きい.
(3)梁の長さが長くなると共に内部減表の効果は
急速に減少する.
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